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Resumo. No campo da engenharia de estruturas, diversas teˆm sido as iniciativas para me-
lhorar a representac¸a˜o teo´rica e nume´rica do comportamento de sistemas estruturais. O de-
senvolvimento de modelos computacionais robustos permite uma avaliac¸a˜o mais precisa do
desempenho mecaˆnico de estruturas, tanto na fase de projeto quanto ao longo de sua vida em
servic¸o. Considerando-se a na˜o linearidade observada na resposta mecaˆnica de grande parte
dos materiais disponı´veis, modelos constitutivos elastopla´sticos figuram como uma ferramenta
adequada a` descric¸a˜o do comportamento de diversos materiais de natureza du´ctil. Por outro
lado, a ana´lise de confiabilidade aplicada ao projeto estrutural permite que a probabilidade
de falha da estrutura seja prevista, ainda na fase de dimensionamento. Esta pode ser cons-
truı´da com base na avaliac¸a˜o das incertezas das varia´veis de projeto, as quais sa˜o descritas
de forma aleato´ria. Propo˜e-se neste trabalho uma ana´lise confiabilı´stica aplicada a modelos
de elementos finitos para trelic¸as, em regime elastopla´stico, segundo um modelo de encrua-
mento isotro´pico. Incertezas oriundas da variabilidade do carregamento e das propriedades
geome´tricas e mecaˆnicas das barras de trelic¸a sa˜o consideradas, de forma a estimar os nı´veis
de seguranc¸a associados a estados limites u´ltimos e de servic¸o, tal como ruptura de uma sec¸a˜o
transversal.
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1 INTRODUC¸A˜O
A grande complexidade dos problemas atualmente propostos nas diversas a´reas do conhe-
cimento leva a uma demanda crescente de qualidade de pessoal, infraestrutura e me´todos de
ana´lise disponı´veis. No campo da engenharia de estruturas, diversas teˆm sido as iniciativas
para melhorar a representac¸a˜o teo´rica e nume´rica do comportamento de sistemas estruturais.
O desenvolvimento de modelos computacionais robustos permite uma avaliac¸a˜o robusta do de-
sempenho mecaˆnico de estruturas, tanto na fase de projeto quanto ao longo de sua vida.
Considerando-se a na˜o linearidade observada na resposta mecaˆnica de grande parte dos
materiais disponı´veis, modelos constitutivos elastopla´sticos figuram como uma ferramenta ade-
quada a` descric¸a˜o do comportamento de diversos materiais de natureza du´ctil. Estes apresentam
altos nı´veis de deformac¸a˜o, associados a pequenos aumentos de tensa˜o aplicada, antes de atingir
a ruptura. Maiores detalhes podem ser vistos em Shames e Cozzarelli (1997).
Teorias baseadas em ana´lise probabilı´stica, como a Confiabilidade Estrutural, se propo˜em a
incrementar a qualidade de me´todos de projeto e ana´lise de estruturas, a partir da quantificac¸a˜o
e tratamento das incertezas inerentes ao problema em estudo. Como produto deste tipo de
ana´lise, pode-se obter uma estimativa da probabilidade de falha da estrutura. Vale notar que o
conceito de probabilidade de falha na˜o esta´ relacionado apenas a` ocorreˆncia de eventos extre-
mos, de ruı´na estrutural, mas tambe´m a` violac¸a˜o de qualquer requisito ao qual espera-se que a
estrutura satisfac¸a, usualmente definidos pelos Estados Limites de Servic¸o da estrutura. Como
exemplos, pode-se citar deslocamentos e tenso˜es inadmissı´veis. Dentre os me´todos usuais em
confiabilidade de estruturas, destacam-se o me´todo de simulac¸a˜o de Monte-Carlo e o me´todo
semi-analı´tico FORM (First Order Reliability Method). Ambos sa˜o apresentados em Melchers
(1999).
Em problemas complexos de engenharia, cuja soluc¸a˜o seja fornecida por um modelo com-
putacional, existe a necessidade do estudo de te´cnicas de acoplamento entre rotinas de confiabi-
lidade e modelos nume´ricos. De acordo com Lemaire (2013), o acoplamento e´ concebido para
que o modelo confiabilı´stico governe o modelo mecaˆnico, de forma que este u´ltimo recebe, em
cada iterac¸a˜o, um conjunto de varia´veis aleato´rias fornecido pelo mo´dulo de confiabilidade.
Desta forma, este trabalho tem como objetivo realizar uma ana´lise confiabilı´stica aplicada
a modelos de elementos finitos para trelic¸as, considerando na˜o linearidade fı´sica, atrave´s do
modelo elastopla´stico com encruamento linear positivo isotro´pico. A estimativa da probabili-
dade de falha sera´ realizada atrave´s dos me´todos de Monte Carlo e FORM, com a finalidade de
comparar suas performances no que diz respeito a` precisa˜o e custo computacional na obtenc¸a˜o
da probabilidade de falha.
2 ANA´LISE LINEAR DE TRELIC¸AS PLANAS
Em estruturas de trelic¸as bidimensionais, um no´ tı´pico da estrutura possui 2 graus de liber-
dade que, em termos de deslocamento, correspondem a duas translac¸o˜es. Desta forma, existem
4 graus de liberdade por elemento, que sa˜o aqui referenciados pelo sistema local de coordena-
das (xe, ye) apresentado na Fig. 1. A matriz de rigidez do elemento nas coordenadas locais, e´
apresentada na Eq. (1). As varia´veis envolvidas na definic¸a˜o dos termos de rigidez sa˜o: mo´dulo
de elasticidade longitudinal do material (E), comprimento do elemento (L) e a´rea da sec¸a˜o
transversal do elemento (A). Assim, a matriz de rigidez do elemento apresenta ordem 4x4.
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Figura 1: Sistema de coordenadas de um elemento de trelic¸a plana
[k]elem =

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L
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L
0
0 0 0 0
−EA
L
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L
0
0 0 0 0
 (1)
A matriz de rigidez do elemento nas coordenadas globais e´ obtida a partir da matriz de
rigidez local atrave´s de um processo de rotac¸a˜o de eixos, baseado na manipulac¸a˜o de uma
matriz de rotac¸a˜o para o elemento, montada em func¸a˜o das direc¸o˜es dos eixos locais em relac¸a˜o
ao sistema global de coordenadas, conforme apresentado em Fish e Belytschko (2009). Essa
matriz [R] pode ser escrita como segue:
[R] =

Cx Cy 0 0
−Cy Cx 0 0
0 0 Cx Cy
0 0 −Cy Cx
 (2)
sendo os cossenos diretores Cx e Cy obtidos a partir das coordenadas das conectividades inicial
(j) e final (k) do elemento, e de seu comprimento atrave´s das expresso˜es:
Cx =
xk − xj
L
; Cy =
yk − yj
L
(3)
L =
√
(xk − xj)2 + (yk − yj)2 (4)
De posse da matriz [R], o ca´lculo da matriz de rigidez do elemento nas coordenadas globais
e´ expresso matematicamente pelo duplo produto apresentado na Eq. (5).
[k]global = [R]
T · [k]elem · [R] (5)
Desde que as rigidezes do elemento estejam devidamente organizadas numa matriz refe-
renciada no sistema global de coordenadas - [k]global - a matriz de rigidez da estrutura [K] pode
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ser montada pela combinac¸a˜o das rigidezes dos elementos, observando-se os graus de liberdade
influenciados pelas conectividades de cada um deles. A matriz [K] e´ quadrada e de ordem n,
sendo n o nu´mero de graus de liberdade da estrutura. Com a matriz de rigidez da estrutura
[K] ja´ conhecida e com o vetor das forc¸as externas {F} montado, obte´m-se os deslocamentos
nodais da estrutura atrave´s da equac¸a˜o de equilı´brio a seguir.
{F} = [K] · {u} (6)
Os deslocamentos nodais nas coordenadas locais sa˜o calculados pelo produto
{δ} = [R] · {u} (7)
As deformac¸o˜es nos elementos sa˜o calculadas pela relac¸a˜o entre a variac¸a˜o de comprimento e
o comprimento inicial destes. Em relac¸a˜o as tenso˜es, estas sera˜o calculadas segundo os proce-
dimentos ilustrados no modelo constitutivo adotado, ja´ que trata-se de uma ana´lise na˜o linear.
3 MODELO CONSTITUTIVO ADOTADO
O modelo elastopla´stico com encruamento linear positivo isotro´pico (Fig. 2) sera´ adotado
neste trabalho. Apo´s atingida a tensa˜o de escoamento do material, as tenso˜es se expandem com
a variac¸a˜o da deformac¸a˜o pla´stica, caracterizando o encruamento positivo (ou enrijecimento).
Figura 2: Diagrama constitutivo do modelo elastopla´stico com encruamento isotro´pico
A tensa˜o de plastificac¸a˜o varia segundo a deformac¸a˜o acumulada. O crite´rio de plastificac¸a˜o
e´ escrito da forma:
f(σ, α) = |σ| − (σY + kα) (8)
sendo k o mo´dulo de encruamento isotro´pico e α uma medida da deformac¸a˜o pla´stica acumu-
lada, definida na Eq. (9).
α˙ =
∣∣ε˙P ∣∣ (9)
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No regime elastopla´stico a deformac¸a˜o total e´ dada pela soma de uma parcela ela´stica (εe)
com outra pla´stica (εp), ou seja, ε = εe + εp. A relac¸a˜o tensa˜o-deformac¸a˜o esta´ indicada na Eq.
(10) e a lei de plastificac¸a˜o do modelo e´ apresentada na Eq. (11).
σ˙ = E(ε˙− ε˙p) (10)
λ˙ = |ε˙p| ⇒ ε˙p = λ˙ · sign(σ) (11)
onde λ˙ representa o valor absoluto do incremento de deformac¸a˜o pla´stica.
4 CONFIABILIDADE ESTRUTURAL
Segundo Sagrilo (2003), a confiabilidade estrutural tem como principal objetivo avaliar a
seguranc¸a de uma estrutura, que basicamente consiste no ca´lculo da probabilidade de que um es-
tado limite de uma estrutura seja violado. Desta forma, e´ possı´vel quantificar a probabilidade de
que uma estrutura na˜o suporte as solicitac¸o˜es especificadas durante o projeto. Para quantificar
os modos de falha de uma estrutura utilizam-se as chamadas equac¸o˜es de estado limite (func¸o˜es
de falha), que sa˜o deduzidas a partir dos aspectos fı´sicos do problema em ana´lise. Seja uma
func¸a˜o de falha denominada G(X), em que X e´ um vetor de varia´veis aleato´rias (v.a.) conside-
radas na ana´lise. Para cada modo de falha de uma estrutura a respectiva func¸a˜o estabelece uma
fronteira entre as regio˜es de falha Ωf e sobreviveˆncia Ωs da estrutura, onde valores positivos de
G(X) representam evento seguro e a condic¸a˜o G(X) ≤ 0 indica evento de falha. A probabi-
lidade de falha e´ calculada integrando-se a func¸a˜o conjunta de densidade de probabilidade das
v.a. do problema sobre o domı´nio de falha, conforme apresentado a seguir.
Pf =
∫
Ωf
fX (x) dx (12)
A integral n-dimensional supracitada e´ de difı´cil avaliac¸a˜o analı´tica, considerando-se a
complexidade das func¸o˜es densidade de probabilidade das distribuic¸o˜es estatı´sticas usuais.
Sendo assim, faz-se necessa´rio a utilizac¸a˜o de me´todos de ana´lise em confiabilidade estrutu-
ral para sua resoluc¸a˜o. No presente trabalho sera˜o utilizados o Me´todo de Confiabilidade de
Primeira Ordem (FORM) e o Me´todo de Simulac¸a˜o de Monte Carlo.
De acordo com Sagrilo (2003), a simulac¸a˜o de Monte Carlo e´ basicamente uma simulac¸a˜o
que envolve a utilizac¸a˜o de nu´meros aleato´rios. O me´todo tem como objetivo produzir N even-
tos randoˆmicos para serem avaliados na equac¸a˜o de estado limite G(X). Desta forma, eventos
que possuem valores negativos sa˜o contabilizados como eventos de falha (Nf ). Assim, a pro-
babilidade de falha e´ estimada pela raza˜o entre o nu´mero de eventos de falha e o nu´mero total
de eventos. Os resultados gerados pela simulac¸a˜o de Monte Carlo podem ser bastante precisos,
a depender do nu´mero de cena´rios que sejam testados. Contudo, para problemas que possuam
probabilidades de falha muito baixas, faz-se necessa´rio a realizac¸a˜o de um grande nu´mero de
simulac¸o˜es para atingir respostas adequadas, implicando em alto custo computacional.
O FORM e´ um me´todo analı´tico de confiabilidade baseado na transformac¸a˜o das varia´veis
aleato´rias originais em varia´veis aleato´rias normais equivalentes, e na linearizac¸a˜o da func¸a˜o
de falha do problema. O grande diferencial desse me´todo consiste em sua capacidade de uti-
lizar toda a informac¸a˜o estatı´stica das varia´veis aleato´rias do problema, podendo-se lidar com
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distribuic¸o˜es estatı´sticas quaisquer, inclusive considerando correlac¸a˜o entre varia´veis. O pro-
blema de confiabilidade e´ formulado como um problema de otimizac¸a˜o na˜o linear com restric¸a˜o,
no qual busca-se o chamado ponto de projeto, definido no espac¸o transformado das varia´veis
normais equivalentes (Fig. 3). Este ponto conte´m os valores das varia´veis aleato´rias que mais
provavelmente levem a` falha da estrutura. Desta definic¸a˜o decorre o conceito de ı´ndice de con-
fiabilidade (β), que consiste na menor distaˆncia entre a origem do espac¸o transformado e a
superfı´cie de falha. Maiores detalhes acerca do me´todo sa˜o apresentados em Melchers (1999).
Os termos da func¸a˜o de falha G(X), podem conter expresso˜es de modelos mecaˆnicos e
modelos de carregamento, sendo implicitamente definidos por um modelo nume´rico qualquer.
No acoplamento para uma rotina confiabilı´stica do tipo FORM, ha´ a necessidade de se calcular
o valor da func¸a˜o de falha e seus gradientes, os quais sa˜o utilizados na estimativa da probabili-
dade de falha do problema. Considerando-se a natureza implı´cita de G(X), suas derivadas sa˜o
calculadas numericamente por diferenc¸as finitas, para cada chamada do modelo nume´rico.
−3 −2 −1 0 1 2 3
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−2
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2
3
y1
y
2
β
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∗
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m(y1, y2) = 0
falha
seguro
Figura 3: Representac¸a˜o da superfı´cie de falha no espac¸o reduzido, para duas varia´veis aleato´rias
5 RESULTADOS E DISCUSSA˜O
5.1 Exemplo de Validac¸a˜o
Apresenta-se a seguir um exemplo adimensional de trelic¸a plana, apresentado em Proenc¸a
(2010). O material das barras apresenta um comportamento elastopla´stico com encruamento
isotro´pico linear, conforme apresentado anteriormente. Na Figura 4, esta´ indicado o arranjo
estrutural sime´trico da trelic¸a plana em estudo.
As barras possuem mo´dulo de elasticidade E = 1000, tensa˜o de escoamento σY = 4,
mo´dulo de encruamento iso´tropo k = 111 e a´rea da sec¸a˜o transversal A = 1. Uma forc¸a con-
centrada P = 9.7 e´ aplicada no no´ 4, e os paraˆmetros geome´tricos, comprimento L e aˆngulo β,
apresentam valores 100 e 60°, respectivamente. O carregamento ma´ximo P = 9.7 foi aplicado
por meio de 4 incrementos de forc¸a.
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Figura 4: Esquema estrutural da trelic¸a plana com treˆs barras
A resposta da estrutura e´ apresentada em termos de um gra´fico de deslocamento vertical no
no´ 4 versus forc¸a aplicada, conforme indicado na Fig. 5. Os resultados obtidos sa˜o comparados
com os resultados apresentados por Proenc¸a (2010). Observa-se uma boa concordaˆncia entre a
resposta obtida pelo referido autor e a modelagem proposta neste trabalho.
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Figura 5: Curvas deslocamento vertical no no´ 4 versus forc¸a P
Na Figura 5, verifica-se que as treˆs barras da trelic¸a apresentam comportamento ela´stico
linear ate´ P = 5. Nota-se que ja´ se inicia o processo de escoamento apo´s este ponto, na
barra 2, enquanto que as barras inclinadas experimentam um esforc¸o normal unita´rio. O inı´cio
do escoamento da barra 2 provoca uma queda da rigidez do sistema, conforme indicado na
mudanc¸a de inclinac¸a˜o da curva. O comportamento de cada barra e´ apresentado na Fig. 6.
5.2 Exemplo de Aplicac¸a˜o
Neste exemplo, trata-se da ana´lise confiabilı´stica de uma trelic¸a meta´lica biapoiada com-
posta por 13 barras, conforme ilustra a Fig. 7. A estrutura e´ solicitada por uma carga P = 220
kN, aplicada monotonicamente no no´ 3 em 12 incrementos de forc¸a. Adota-se um perfil lami-
nado comercial com sec¸a˜o tubular circular, com diaˆmetro D = 73 mm e espessura de parede
t = 7.3 mm. As barras possuem mo´dulo de elasticidade E = 210 GPa, mo´dulo de encruamento
k = 65.63 GPa, tensa˜o de escoamento σy = 250 MPa e tensa˜o de ruptura σu = 400 MPa.
As varia´veis aleato´rias tratadas no problema sa˜o apresentadas na Tabela 1. Os paraˆmetros
estatı´sticos (me´dia e desvio padra˜o) de cada varia´vel aleato´ria sa˜o escritos em termos dos coe-
ficientes mean e COV (coeficiente de variac¸a˜o).
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Figura 6: Curvas deslocamento vertical no no´ 4 versus esforc¸o normal
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Figura 7: Trelic¸a meta´lica com banzos paralelos
O valor me´dio da varia´vel aleato´ria e´ obtido multiplicando-se o fator apresentado por seu
valor nominal. Em relac¸a˜o ao desvio padra˜o, este e´ obtido multiplicando seu valor me´dio pelo
coeficiente de variac¸a˜o. As informac¸o˜es estatı´sticas das varia´veis foram obtidas no trabalho de
Hamilton (2011) apud Souto (2015) e em dados de fabricac¸a˜o de tubos meta´licos laminados.
Tabela 1: Paraˆmetros estatı´sticos das varia´veis aleato´rias utilizadas no problema
D t E σy, σu P
mean COV mean COV mean COV mean COV mean COV
1.0059 0.00181 1.0069 0.0259 1.04 0.05 1.03 0.063 1.21 0.0405
Os modos de falha considerados referem-se a` falha individual das barras por flambagem,
escoamento ou ruptura, a depender se o esforc¸o atuante e´ de compressa˜o ou trac¸a˜o. Na Tabela
2 apresentam-se os valores de esforc¸o atuante e probabilidade de falha (via FORM) associada,
para as barras da trelic¸a, ao final do carregamento aplicado. Nota-se que as barras crı´ticas sa˜o as
de nu´mero 5, para flambagem, e 8, para escoamento/ruptura, sendo o primeiro o modo de falha
dominante, apesar de estar associado a um valor de esforc¸o menor. Vale destacar a reduc¸a˜o
significativa dos valores de Pf nas barras com esforc¸os menores que os crı´ticos, chegando a
valores desprezı´veis, inferiores a 10−30.
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Tabela 2: Probabilidade de falha de cada barra e seu respectivo esforc¸o atuante
Flambagem Escoamento Ruptura
Barra N (kN) Pf Barra N (kN) Pf Barra N (kN) Pf
1 −57.75 10−36.9396 2 57.75 < 10−50 2 57.75 < 10−50
5 −163.34 10−2.5416 6 115.5 < 10−50 6 115.5 < 10−50
7 −163.34 10−2.5416 8 231 10−5.7313 8 231 < 10−21.1917
12 −115.5 10−9.7771 - - - - - -
A seguir, apresentam-se os resultados de probabilidade de falha das barras crı´ticas para os
dois modos de falha predominantes, utilizando a simulac¸a˜o de Monte Carlo e o me´todo FORM
(Tabela 3). Os resultados obtidos com FORM apresentam o´tima congrueˆncia com os valores de
Monte Carlo, a um custo computacional significativamente menor que este u´ltimo. Apresenta-
se tambe´m o nu´mero de chamadas feitas ao modelo nume´rico pelo mo´dulo de confiabilidade,
onde a eficieˆncia do me´todo FORM no acoplamento mecano-fiabilı´stico merece destaque.
Tabela 3: Probabilidade de falha para as barras crı´ticas (5 e 8)
Me´todo
confiabilı´stico
Flambagem Escoamento
Pf Chamadas Tempo Pf Chamadas Tempo
Monte Carlo 10−2.5317 104 3.84 h 10−5.7412 104 12.6 h
FORM 10−2.5416 50 10.11 s 10−5.7313 241 30.97 s
Outra informac¸a˜o importante fornecida pela ana´lise via FORM sa˜o os fatores de importaˆncia
de cada v.a. na probabilidade de falha obtida, calculados a partir dos cossenos diretores do vetor
normal a` func¸a˜o de falha no ponto de projeto no espac¸o reduzido. Os fatores sa˜o apresentadas
em termos percentuais na Fig. 8.
P (64.81%)
E (28.19%)
D (3.68%)
t (3.32%)
σY (39.02%)
P (54.89%)
D (0.42%)
t (5.65%)
Figura 8: Fatores de influeˆncia para os modo de falha a` flambagem (a` esquerda) e ao escoamento (a` direita)
Nota-se que o carregamento, descrito como v.a. P , possui alta influeˆncia nessa ana´lise
confiabilı´stica, tanto para o modo de falha a` flambagem quanto para o escoamento. Isso pode
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ser explicado pelo comportamento estatı´stico da varia´vel, que apresenta uma grande dispersa˜o,
perturbando significativamente a resposta. Na falha por flambagem, a varia´vel que representa
o mo´dulo de elasticidade se mostra importante, com fator em torno de 28%, enquanto que no
modo referente ao escoamento da sec¸a˜o, a tensa˜o de escoamento do material se destaca, com
fator de importaˆncia de 39%. Por fim, observa-se que as v.a. D e t possuem pouca influeˆncia
na obtenc¸a˜o de Pf .
Visando uma ana´lise de seguranc¸a integrada da estrutura, faz-se a associac¸a˜o dos modos
de falha das barras crı´ticas, como um sistema em se´rie. Tal aproximac¸a˜o e´ razoa´vel, tendo em
vista a isostaticidade da estrutura, na qual a falha do elemento mais solicitado leva a` falha do
sistema. Com base na teoria de confiabilidade de sistemas (vide Lemaire (2013)), obte´m-se
uma estimativa para a probabilidade de falha global, em torno de 10−2.5416. Nota-se que este
e´ o valor da Pf isolada da barra sujeita a` falha por flambagem, sendo este modo dominante na
seguranc¸a da estrutura.
6 CONCLUSO˜ES
Atrave´s dos exemplos analisados, foi possı´vel validar a implementac¸a˜o do modelo elas-
topla´stico adotado, ale´m de quantificar a influeˆncia das incertezas associadas a`s varia´veis de
projeto na resposta da trelic¸a analisada. A flambagem da barra mais comprimida se apresentou
como o modo de falha dominante na estrutura, com grande influeˆncia das v.a. que representam a
carga aplicada e o mo´dulo de elasticidade do material. Em trabalhos futuros, pretende-se esten-
der a metodologia de acoplamento mecano-fiabilı´stico para problemas de otimizac¸a˜o baseada
em confiabilidade, considerando-se diferentes modelos constitutivos.
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